1 ére année - Master GD - Module: Calcul différentielle 1 - Corrigé

Exercice 1: (07 pts)

1- ¢ est de classe C (01)

-1 L cos(¥)
_ 2 2
saclo)o) = (g oy 2
on a detJacp(z,y) =1 — 3 cos(%) cos(%) > 2 > 0, par conséquent la jacobienne est inversible
et Do(x,y) € Isom(R?,R?) (()2)

2- D’apres le théoreme d’inversion local, il suffit de montrer que ¢ est injective
supposons ¢(z1,y1) = ¢(x2,y2) alors

w(xl,yl):go(:cg,yz) :>Sin(y71)—m1—sm(2)—x2 et 81n(2)—y1:sin(%2)—y2
G P R PR Y
:>]:U1—x2|§i|x1—:c2] et |x1—m2| =0
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=z =x2 et yp=y2 (L.5)
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6- Montrons que f; est un C'-difféomorphisme de R? dans f;(R?)
f1 € O, d’aprés la question 5 f; est injective et D fi(z,y) € Iso(R?,R?) V(x,y) € R?, le théoréme d’inversion

globale implique que f; : R? — f(R?) est un difféomorphisme. (01)

Do~ (q) = (Dp(p))~! B
(Dgp) ™ = ( u o )
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Exercice 2:(07 pts)

1- Posons f(x,y) =2 + 23y? —y + 42+ 4% — 1

gjyc(:v,y) =223y — 14+ 2y +3° = gi(—l, 1)=2#0 (01)

puisque f(—1,1) =0, le théoreme des fonctions implicites s’applique, et il existe ¢ : I — J
de classe C' tel que y = ¢(z) au voisinage (—1,1) (01)

2- Le développement de Taylor de ¢ a 'ordre 2 centré en z = —1

o(x) = (=) + ¢ (=) (z+1) + ('0,/(2_1)(3: +1)2 +o(z?) (0.5)

onagp(—1)=1 (0.5), a—f =423 + 32%y%  (0.5)
¢’

'(-1)=-2L (1.5

d'ott p(z) =1+ 3(z+1) — Z(z+1)2+o(z?) (01)



Exercice 3: (06 pts) On considere f(x,y) = (y? — 22)(y — 3)
1- Le vecteur gradient et la matrice hessienne de f

—sin(x)

s Lcos(@)—24—y (01)

Vi(z,y) = (

— cos(x) : 2y
Hessf(x,y) = i SO ) )
. 2y
sm(a:)m cos(x)w

2- Les points critiques de f et leur nature

— sin(x)
y?+1

- (km,0),si k est pair dans ce cassin(kw) = 0,cos(kr) = —1  (0.5)

=0=x=~Fkr comme y>+1+#0 (01)

- La matrice hessiene de f vaut donc

— -1 0 5
Hessf(xz,y) = < 0 _9 ) (0.5)
_ 9 Of >f ;
et det(Hy(km,0) =2, 5-5(—1,1), 57 (—1,1) < 0 donc (km,0) est maximum local (0.5)

- (km,0),si k est impair dans ce cassin(kmr) = 0,cos(kr) =1 (0.5)

- La matrice hessiene de f vaut donc

Hessf(x,y) — < (1) g ) (0.5)

et det(Hy(km,0) = 2, 5-£(~1,1), 54(~1,1) > 0 donc (kr,0) est minimum local (0.5)
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